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ДЛИТЕЛЬНОЕ ВЯЗКОУПРУГОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ 
СЛОИСТЫХ ПЛАСТИКОВ ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ РЕЖИМАХ НАГРУЖЕНИЯ 
 
 
Розглянуто задачу визначення деформацій повзучості в'язкопружних шаруватих пластиків за 
різних режимів нестаціонарного навантаження. Розв'язок будується виходячи із спадкової теорії 
повзучості Больцмана-Вольтерра із дробово-експоненційним ядром. Нестаціонарні режими 
навантаження задаються за допомогою функцій Хевісайда. Результати розрахунків апробовано 
експериментально на задачах розрахунку деформацій нестаціонарної повзучості склопластиків та 
текстоліту. Розглянуто одноступеневе навантаження, повне розвантаження та чергування 
довантажень та розвантажень. 
 
The problem of the calculation of creep strains of plastic laminates under different nonstationary loading 
regimes is considered. The solution is constructed on the Boltzmann-Volterra creep theory of hereditary type 
using the exponentional-fractional kernel. The nonstationary loading regimes are given by the Hevyside’s 
function. The calculation results have been approved experimentally on the problems of nonstationary creep 
strains calculation of glassplastics and canvas laminates. The regimes under consideration involve single – 
stage loading, full unloading and alternation of loadings and full unloadings. 
 
 
Введение. В процессе эксплуатации большинство ответственных элементов конст-
рукций из вязкоупругих материалов подвергаются длительному воздействию 
переменных температур и нагрузок. Нестационарные режимы нагружения особенно 
характерны для корпусов летательных аппаратов, лопастей несущих винтов самолетов 
и вертолетов, корпусов кораблей, трубопроводов, обтекателей, стабилизаторов и др. 
При изготовлении этих деталей часто используются армированные пластики, обла-
дающие вязкоупругими свойствами. 
Теоретической основой решения многих актуальных задач деформирования и раз-
рушения вязкоупругих материалов является, как известно, линейная наследственная 
теория вязкоупругости [1]. Аппарат линейной вязкоупругости разработан довольно 
полно и позволяет достаточно точно описывать стационарные и квазистационарные 
процессы ползучести и релаксации [2, 3, 4, 5, 6]. 
Возможность использования линейной наследственной теории вязкоупругости при 
нестационарных режимах нагружения изучена недостаточно. В работе [7] линейная 
теория вязкоупругости апробирована на задаче расчета деформаций нестационарной 
ползучести полимербетона при сжатии. Ядро наследственности было выбрано в форме 
суммы экспонент. Аналогичная задача решалась в [8, 9] с использованием ядра 
наследственности в виде дробно-экспоненциальной функции. В [8] эта функция 
использована также и для расчета деформаций нестационарной ползучести 
дуралюмина при растяжении. 
В настоящей работе линейная наследственная теория вязкоупругости с дробно-
экспоненциальным ядром наследственности апробируется на задаче расчета дефор-
маций нестационарной ползучести слоистых пластиков.  
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§1. Постановка задачи исследования. Объект исследования. Произвольный 
закон изменения напряжения )(tσ  представим в виде суммы множества напряжений 
σΔ  от элементарных нагружений постоянными нагрузками, приложенными в 
различные моменты времени τ . Каждое элементарное нагружение зададим с помощью 






k tht τ−σ=σ ∑∞
=
, (1.1) 
где )( kth τ− – единичная функция Хевисайда. 
Зависимость между деформацией и напряжением в линейной наследственной 
теории вязкоупругости задается в одномерном случае парными интегральными 











































где )(tε , )(τε  – полная деформация, включающая упругую компоненту eε  и 
деформацию ползучести )(tсε  в моменты времени t  и τ ; )(tσ , )(τσ  – действующее 
напряжение в моменты времени t  и τ ; E  – модуль упругости; βα, ,λ  – реологические 
параметры ( 01 <α<− , 0>β , 0>λ ); t  – время наблюдения; τ  – время, 
предшествующее моменту наблюдения. 
Интегральные соотношения (1.2) справедливы для области напряжений, где 
выполняются условия линейности вязкоупругих свойств материалов. В работе принято, 
что материал обладает линейными вязкоупругими свойствами, если выполняется 
условие [2]  









,  (1.3) 
при заданной погрешности δ = 0,05, где ∗ kt ,α  – табличное значение квантиля статистики, 
соответствующее вероятности %90=P , )( jj tS  – выборочное средне квадратичное 
отклонение податливости, n  – объем выборки (число кривых податливости).  
В работе в рамках уравнений (1.2) решается задача расчета деформаций 
ползучести стеклопластика ТС8/3-250 (φ=0о, 45о), текстолита, стеклопластика 
контактного формования (φ =45о) при различных режимах одноосного нестационарного 
нагружения согласно (1.1), экспериментальные данные заимствованы соответственно 
из [10, 11, 12, 13].  
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Условие линейности (1.3) для стеклопластика ТС8/3-250 при растяжении вдоль 
основы (φ=0о) выполняется во всей области рассматриваемых напряжений. Для 
текстолита эта область ограничена напряжениями, составляющими 0,3 Bσ . Для 
стеклопластиков для направления ϕ  = 45о эта область наименьшая и не превышает 0,2 Bσ . 
Задача включает определение параметров дробно-экспоненциальных ядер 
наследственности, апробацию ядер на примере расчета релаксации напряжений и 
расчет деформаций ползучести при однократном статическом нагружении, при полной 
разгрузке и при чередовании догрузок и разгрузок. 
§2. Определение реологических параметров ядер наследственности. Решение 
задач ползучести с использованием уравнений линейной вязкоупругости (1.2) связано, 
в первую очередь с необходимостью определения параметров ядер и их 
экспериментальной апробации на задаче расчета релаксации напряжений. 
2.1. Методика определения параметров ядер наследственности. В настоящей 
работе искомые параметры βα,  и λ  определяются из экспериментов на ползучесть при 
постоянных напряжениях с использованием значений функции ползучести )( jk tJ  по 
методике, изложенной в [2, 14]. Произвольный закон нагружения (1.1) сводится в этом 
случае к условию 
  )()( tht kσ=σ . (2.1) 
Функция ползучести (2.1) в линейной области не зависит, от уровня напряжений 
kσ  и, исходя из уравнения (1.2) с учетом (2.1), записывается в виде 















Значения параметров α , β  и λ  находятся из условия наилучшего согласования 
функции ползучести (2.2) с экспериментальными данными.  
2.2. Численная реализация методики. В качестве критерия наилучшего 
согласования функции ползучести (2.2) с экспериментальными данными используется 
условие минимизации квадратичного отклонения расчетных значений функции )(tJ  от 
экспериментальных )(exp itJ . Задача сводится к нахождению минимума функционала 






























tJF . (2.3) 
Минимизация функционала (2.3) осуществляется с использованием итерационного 
метода Левенберга-Маркардта [15]. Значения найденных таким образом параметров α , 
β  и λ  для исследованных материалов приведены в табл.1. 
2.3. Экспериментальная апробация на задаче расчета релаксации напряжений. В 
опытах на релаксацию начальная деформация 




tht kk == )()( σε  (2.4) 
удерживается постоянной. Зависимость напряжения kσ  от времени t , исходя из (1.2) с 
учетом и (2.4), записывается в виде 


















Кривые релаксации напряжений, рассчитанные по уравнению (2.5) с 
использованием значений параметров α , β  и λ , найденных из опытов на ползучесть 
линейно-вязкоупругих материалов (таблица 1), сопоставлены на рис.1 с 
экспериментальными данными (точки) для текстолита (а) при растяжении и 
стеклопластика ТС8/3-250 (ϕ  = 45о) (б).  
 
а 
σ,  МПа 




В целом, как видно из рис.1 получено вполне удовлетворительное согласование 
результатов расчета релаксации напряжений с экспериментальными данными. 
Максимальная погрешность по предельному значению напряжения ∞σ  при ∞⇒t  
получена для стеклопластика ТС8/3-250 и составляет 20%. 














α  -0,585179 -0,69600 -0,71900 -0,57300 
β , час-(1+α) 0,075398 0,04011 0,04016 0,08765 
λ , час-(1+α) 0,009635 0,09700 0,16100 0,16000 
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§3. Расчет деформаций ползучести слоистых пластиков. Рассматривается 
задача расчета деформаций ползучести линейно-вязкоупругих материалов при 
различных режимах нагружения. 
3.1. Ползучесть при постоянных напряжениях. Условие нагружения постоянными 
во времени напряжениями при варьировании величины напряжения kσ  задается 
соотношением (2.1). Зависимость деформации ползучести )(tε  исходя из (1.2) с учетом 
(2.1), записывается в виде 


















tht . (3.1) 
Значения деформаций ползучести )(tε  исследованных материалов, рассчитанных 
по уравнению (3.1) с использованием значений параметров α , β  и λ , приведенных в 
табл.1, сопоставлены на рис.2 с экспериментальными данными для стеклопластика 
ТС8/3-250 (а) при растяжении вдоль основы (ϕ  = 0о) – при напряжениях kσ = 102 (○), 
205 ( ), 273 ( ) и 342 (●) МПа, для стеклотекстолита (б) – при напряжениях kσ = 6,41 
(○), 13,1 ( ), 19,65 ( ), 26,2 ( ), 32,5 ( ), а также для стеклопластика ТС8/3-250 (ϕ  = 45о) 
(в) – при напряжениях kσ = 20,3 (○), 39,8 ( ), 59,7 ( ), 79,6 ( ), 99,5 ( ), 119,4 (●) МПа 
и стеклопластика контактного формования (г) при растяжении под углом ϕ  = 45о к оси 
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3.2. Обратная ползучесть при полной разгрузке. Условие нагружения (1.1) при 
реализации режима полной разгрузки конкретизируется в виде 
  )()()( 111 tththt −σ−σ=σ , (3.2) 
где 1σ  – напряжение, приложенное в момент времени τ= 0; 1t  – момент полной разгрузки. 
Для расчета деформации ползучести )(tε  в режиме полной разгрузки  (3.2) из (1.2) 
получаем уравнение 



































tht   (3.3) 
Результаты расчетов деформаций ползучести, выполненных по уравнению (3.3), 
сопоставлены на рис.3 с экспериментальными данными для стеклопластика ТС8/3-250 
(ϕ  = 0о) (а) и для стеклопластика контактного формования (б). Расчеты выполнены с 
использованием значений параметров α , β  и λ  приведенных в таблице 1. Режим 
нагружения стеклопластика ТС8/3-250 (ϕ =0о) (рис.3,а) включал нагружение началь-
ным напряжением 1σ = 349 МПа и полную разгрузку в момент времени 1t = 500 часов, а 
стеклопластика контактного формования (рис.3,б) – нагружение начальными напря-











3.3. Ползучесть при чередовании догрузок и разгрузок. Условие нагружения (1.1) 









где kσΔ  - приращение напряжения в момент времени kt=τ . 
Для расчета деформации ползучести )(tε  в условиях нагружения (3.4) из (1.2) 
получаем уравнение  





















ttht ,  (3.5) 







Рис. 4.  
 
где kσΔ  – приращение напряжения на k – й ступени нагружения. 
Результаты расчетов (пунктирные линии) деформаций ползучести слоистого 
пластика, выполненных по уравнению (3.5), сопоставлены на рис.4 с 
экспериментальными данными (точки). Расчеты выполнены с использованием 
значений параметров α , β  и λ , приведенных в таблице 1. Режим нагружения включал 
нагружение начальными напряжениями 1σ =Δ 1σ = 6,4 (○), 13,1 ( ), 19,65 ( ) МПа, 
последующую полную разгрузку до напряжения 2σ = 0 МПа в момент времени 1t = 
89000 часов и последующую догрузку до напряжения 3σ =Δ 3σ =6,4 (○), 13,1 ( ) МПа, в 
момент времени 2t = 90000. 
Заключение. Как видно из данных представленных на рис.2–4, получено 
удовлетворительное согласование результатов расчета деформаций ползучести 
слоистых пластиков при нестационарных режимах нагружения с экспериментальными 
данными, что подтверждает целесообразность использования дробно-
экспоненциального ядра. Максимальная погрешность в задачах расчета релаксации 
напряжений получена для стеклопластика ТС8/3-250 при φ = 45° (см. рис.1, б) и 
составляет 20%. В задачах расчета деформаций нестационарной ползучести 
максимальная погрешность по деформации составила 30% и получена для текстолита 
(см. рис.4) в режиме начального нагружения напряжением 1σ = 13,1 МПа, с 
последующей полной разгрузкой и однократной ступенчатой догрузкой до напряжения 
2σ = 13,1 МПа.  
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В статье рассмотрены конструктивные схемы повышения эффективности робототехнических 
комплексов путем использования механических усилителей мощности в приводе движения 
формообразования. Это позволяет упростить кинематику привода, снизить потери и улучшить 
выходные характеристики станочных систем. 
 
In article constructive circuits of increase of efficiency technical robots complexes are considered by use 
of mechanical amplifiers of capacity in a drive of forming movement. It allows to simplify kinematics of a drive, 
to lower losses and to improve target characteristics machine tools systems. 
 
 
По современным представлениям робототехническим комплексом (РТК) в 
металлообработке и сборке принято называть станочную систему, включающую 
технологическое оборудование и роботы [1–4]. Строгого разделения функций между 
технологическим оборудованием и роботами обычно нет. Это можно объяснить тем, 
что транспортные движения, осуществляемые роботами и технологические движения 
формообразования всегда могут быть синтезированы из элементарных составляющих 
возможных движений инструмента и заготовки в пространстве. 
Эти движения описываются схемой, показанной на рис. 1. 
